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OZETCE

Sakly Tensor Ayrisimi gercevesi ¢ok miktarda ve ¢ok boyutlu
veri iceren tensor ayrisimi problemlerine olasiliksal bir bakig
agistyla yaklagir: Cercevenin tanimladigi giincelleme operasy-
onlarinda kullanilan genellestirilmis tensor carpimi operasyon-
lart ¢ok miktarda benzer yapida aritmetik iglemler yapimasin
gerektiri. Bu calisma tekrar eden bagimsiz islemleri grafik
islemci iiniteleri (GPU) iizerinde paralel ¢alistirarak elde
ettigimiz sonuglart gostermektedir.

ABSTRACT

Tensor factorization is a frequently used modelling tool in prob-
lems involving large amounts of n-way data. Probabilistic La-
tent Tensor Factorization framework provides a probabilistic
approach to solve the tensor factorization problem. The iter-
ative algorithms use generalized tensor multiplication opera-
tions involving large amounts of arithmetic operations with sim-
ilar structures. This work shows the performance improvements
achieved by performing the independent operations on a graph-
ical processing unit (GPU).

1. GIRIS

Giiniimiizdeki hesaplama problemlerinde kullanilan veri kay-
naklarinin tirettikleri veri kiimeleri her gecen giin hem miktar
hem de boyut sayis1 agisindan artis gostermektedirler. Gerekli
boyut sayisini ve her bir boyutun biiyiikliigiinii belirterek
tanimladigimiz tensor veri yapilari, herhangi bir hesaplama
probleminde kullanilan veriyi biiyiikliik ya da boyut sinir1 ol-
maksizin ifade edebilmektedirler.

Literatiirdeki bircok veri analizi problemi tensorleri veri
modeli olarak kullanmaktadir. Tensorleri modelleme araci
olarak kullanan ¢aligmalar pek ¢ok farkli literatiirde yer almak-
tadir. Ornek olarak yiiz tanima [1], kimya [2], sinyal isleme [3],
veri madenciligi [4] siralanabilir. Bu caligmalarin bir cogunda
tensor ayrigimi yontemleri kullanilmaktadir[5].

Sakli Tensor Ayrisimi (STA) cercevesi [6] literatiirdeki
tensor ayrigimi yontemlerini genellestiren bir hesaplama
cergevesidir. STA gergevesi tensor ayrisimi ile grafik modeller
[7] arasindaki benzerligi [8] kullanarak, ¢cok boyutlu tensor
ayrigimi problemlerini grafik modellerde kullanilan mesaj ile-
tim yontemlerine benzer bir sekilde formiile eder. Cergevenin
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onerdigi giincelleme yontemleri verilen modelin tanimladigi
sakli tensorleri genel tensdr ¢arpimi operasyonu sonucunda,
gozlemlenen tensore yakinsayan bir tensor olugturacak sekilde
giinceller.

STA cercevesinin ¢ozmeyi hedefledigi problemler yapisal
olarak bagimsiz bir sekilde tekrar eden ve agir hesaplama
gerektiren veri yapilari igerir. Bu tiir problemleri ekran kart-
larinin genel amach hesaplama araglarimi kullanarak, veriyi
paralel bir sekilde isleyen yaklagimlar popiilerlesmektedir [9]
[10] [11] [12]. Bu ¢aligmada STA c¢ercevesinin en temel op-
erasyonunu paralellestirerek elde ettigimiz bagarim artigindan
bahsedecegiz.

2. SAKLI TENSOR AYRISIMI
CERCEVESI

STA cercevesi tensorleri ¢cok yollu dizilimler (multi-way ar-
ray) olarak tanimlar. Dizilimlerin adreslenmesi bir indis kiimesi
V = {i1,42...in} aracihii ile yapilir. Kiimedeki her bir in-
disin = 1...]in| , » = 1...N ayn ayn tanimlanir. Bu-
rada i, indisinin alabilecegi en biiyiik deger, |7, |, indisin kardi-
nalitesini tanimlar. Indis kiimesi V' ve kiimedeki indislerin kar-
dinaliteleri tanimlanan bir modeldeki biitiin tensorler i¢in or-
taktir. Tensorlerin elemanlart T'(¢1, 42 . . . ) skaler degerlerdir.
Bir tensoriin indis kiimesinden secilen bir v konfigiirasyonu il-
gili tensoriin skaler elemanlara ulagmak i¢in kullanilabilir:
T(v). v indis kiimesinde bulunmayan indisleri, ¥, kullanarak
da tensorleri T'(v) seklinde adreslemek miimkiindiir. STA
cercevesinin hedefi tensor notasyonunu kullanarak asagidaki
en-iyileme problemlini ¢cdzmektir [6].

en-kiigiiltme D(X[|X) s.t. X =Y [ Za(va) (D)
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Problemin ¢oziimiinde gozlemlenen verilen modelde o =
1... N icin tantmlanmis Z,, sakli tensorlerinin ¢ikarimi yapilir.
Bu iglemi yaparken gozlemlenen X tensoriine belli bir 1rak-
saklik olciitii D’ye gore yakinsayan yakinsama tensori X hesa-
planir. Bu caligma igin 1raksaklik olgiitii, Kullback-Leibler-
raksakligi (KL) olarak segilmistir. Problemde tanimlanan X ve
X tensorleri ayn1 Vp indis kiimesini paylasirlar ve raksaklik
Olctimleri eleman-eleman yapilir. Problemin indis kiimesi V'
ise kullanilacak biitiin tensorlerin indis kiimelerinin birlesimine,
V = UV, esittir.



KL  raksaklign  kullanildiginda  beklenti-enbiiytitme
yontemi ile asagidaki giincelleme denklemlerini elde etmek
miimkiindiir[6]. Gozlemlenemeyen sakli tensorler rastsal olarak
baglatildiktan sonra denklem 1°de belirtilen sekilde yakinsama
tensorii X hesaplanir. Sonrasinda her bir sakli tensor icin
giincelleme islemi yapilir. Her giincelleme igleminden sonra
yakinsama tensorii tekrar hesaplanir.

Ao (M % X/X)

Zo=Zax =S5 Gp )
Aa(A)=>" (A(vo) 11 Za/(va/)) 3)
Ve a'#a

Denklem 2’deki M tensorii gdzlemlenen tensor ile aym
boyutlara sahip bir maske tensorii olarak tanimlanmigstir. Ek-
sik veri ile karsilagilan durumlarda istenen indisler O olarak be-
lirtilir. Boylece giincelleme isleminde eksik veri olan indisler
dikkate alinmamus olur. Eksik veri durumu goze alinmadiginda
M tensoriiniin biitiin elemanlar 1 olarak segilir.

Denklem 3’teki A, operasyonu STA ¢ergevesinin en temel
islemidir. Bu islem Z, sakli tensoriin, X tekrar hesap-
landiginda, D(X || X) wraksakligim azaltacak sekilde giinceller.
Giincelleme igleminin iki alt islemi vardir. Birincisi bir tensoriin
belirtilen bir indis lizerinden toplanmasi ya da diger adiyla
tensor daraltmast islemi, ikincisi ise iki tensoriin ¢arpilmasidir.
Diger bir bakis acisiyla bu iki islemin tek bir adimda ard arda
yapilmasina genellestirilmis tensor ¢carpumi adin1 veriyoruz.

Giincelleme isleminin sag tarafindaki toplama ifadesini
parantezin igerisine dagitarak hesap miktari1 azaltmak
miimkiindiir. Ornek olarak Sekil 1°de verilen literatiirde
¢ok kullanilan Tucker tensor ayrigimi modelinin giincelleme
islemlerinden A4’ii agagidaki sekilde yazabiliriz: A4(A) =
22210, 2) 325 Z2(3, f) 224 Z3(k, 1)A(i, j, k). Bu ifadedeki
tensor carpimi islemlerinin siralamasini segerek islem hizi
ve kullanilan hafiza miktar1 arasinda tercih yapmak [13] da
miimkiindiir. Bu ¢alismada giincelleme islemlerinde ¢ok sayida
kullanilan tensor ¢carpimi ve daraltmasi operasyonlarinin paralel
gercellemesi anlatilmaktadir.

Asagidaki boliimde genellestirilmis tensdr carpiminin
ornekleri ile birlikte detayli anlattimi mevcuttur. Ardindan bu
operasyonun paralellestirilmesi anlatilacaktir.

X(i,5, k) =~ X(i,35, k)
X(i,j, k) = Z Zl(i> Z)Z2(j7 f)Z3(k7 Z)Z4(Z7 f7 l)
z,f,l
A= M x X/X (boliinen igin)
A = M (bolen igin)
Ai(A) = Y Ali 4, k) 22, ) Zs(k, D) Za(z, 1)

gk, il

“

A4(A) = Z A(i>j7 k)Zl (i7 Z)Z2(ja f)Z3(k> l)

4,4,k

Sekil 1: Tucker tensor ayristmi modeli ve giincelleme iglemleri

3. GENELLESTIRILMIS TENSOR
CARPIMI

Genellestirilmis tensdr carpimi iki adimhi bir islem yap-
mamiz gereklidir. Oncelikle verilen modelde tanimlanmis
carpim islemine soktugumuz iki tensorii kullanarak F' bilesik
tensoriinii hesaplariz. Ardindan eger A ¢ikti tensoriinde bulun-
mayan ancak bilesik tensorde bulunan indisler varsa, bu indisler
lizerinden daraltma islemi uygulariz.

Bir bagka degisle asagidaki modelde tanimlanan B ve
C tensorlerini genellestirilmis tensor ¢arpimi islemine girdi
olarak alip, A ¢ikt1 tensoriinii hesapladigimizda, matris ¢arpimi
islemi uygulamis oluruz. Ornek olarak matris carpimu islemi
vV = {ivjvk}a Va = {ivj}v Ve = {i’k}s Vo =
{k, j} indis kiimelerini secerek gosterilebilir. Bunu saglayan
genellestirilmis tensdr ¢arpimi igleminin ¢arpim F(vg)
B(wg)C(ve), Vp = {i,k,j} ve daraltma A(va)
> s, F'(vr) islemleridir.

4. PARALELLESTIRME

Veri analizi problemlerinde artan boyut sayist ve veri miktari
yiiksek basarimli hesaplamaya yapmay giiclestirir. Hesaplan-
abilirlik agisindan agir problemlerin ¢oziimiinde literatiirde cok
sayida bulunan yazilim kiitiphanelerinin matris iglevleri sik¢a
kullanilirlar. Bu iglevler matris veri yapilari iizerinde ¢aligan
yiiksek bagarimli hesaplama yontemlerini kullanarak verilen
problemlerin hizli bir sekilde ¢oziilmesini saglarlar. Ancak bu
en-iyileme yonteminin ¢ok boyutlu problemlerin ¢oziimiinde
kullanilabilmesi igin ¢ok boyutlu modellerin matris veri yapist
ile iki boyutlu olarak yeniden diizenlenmesi gereksinimi ortaya
cikmaktadir. STA ¢ercevesinin paralel gergellemesinin hedefi
yeniden modelleme siirecine gerek duymadan, belirtilen ¢ok
boyutlu modeli kullanarak paralel ¢alisan ekran kartt mimari-
leri iizerinde yiiksek bagarim elde etmektir.

Bu bolimde genel c¢arpim operasyonunun en temel
paralellestirme fikirleri kullanilarak tasarlanmig gercellemesi
anlatilmaktadir. Ik adim olarak bilesik tensoriin, [, her
bir elemani, F'(vp), paralel olarak hesaplanir. Sonrasinda
(eger gerekli ise) A(va) ¢ikti tensoriiniin hesaplanmasi igin
bilesik tensor iizerinde paralel tensor daraltmasi operasyonu
gerceklestirilir. Daraltma operasyonu da ¢ikti tensoriin her bir
elemani i¢in paralel olarak hesaplanir.

Islemlerin, sonugta olusacak tensdrlerin her bir elemani
icin paralel olarak yapilmasi sayesinde, hesaplamalar sirasinda
olusabilecek hafiza yazma/okuma cakismalar1 engellenmistir.
Bu yontem her ne kadar hafiza kullanimi agisindan en iyi al-
goritma olmasa da, ¢6ziimii hesaplanabilirlik agisidan pahalt
olan, global senkronizasyon problemi ile karsilagmamak icin
kullanilan ¢oziimlerden birisidir.

Bu caligmanin temel varsayimi gerceklestirilen her bir
genellestirilmis tensor carpimi igleminde kullanilan iki girdi
tensorii, ciktl tensorii ve bilesik tensorii saklamak icin GPU
tizerinde gerekli hafiza miktarinin mevcut olmasidir.

4.1. Bilesik Tensoriin Paralel Hesaplanmasi

GPU mimarileri nispeten basit ve birbirinden bagimsiz
islemleri ¢ok fazla sayida paralel olarak c¢alistirmak {iizere



gelistirilmiglerdir. Bu mimarilerin sagladigi avantajlari en ver-
imli sekilde kullanabilmek igin algoritmalarin paralel olarak
ayn1 anda caligtirtlabilir sekilde tasarlanmasi gereklidir.

Bilesik tensoriin paralel hesaplanmasini GPU mimari-
leri tizerinde gergeklestirmek igin bilegik tensoriin her bir
elemanini, F(vp), paralel hesaplayacak bir yontem tasar-
lamak uygun olacaktir. Algoritma 1 bilesik tensoriin hesa-
planmasinda kullanilan algoritmay: gostermektedir. Algorit-
manin paralellestirilmesi igin parfor anahtar kelimesi ile be-
lirtilen boliimiin her bir iterasyonunun ayri bir iglemci birimi
tarafindan hesaplanmasi gereklidir. Dolayisiyla her bir iglemci
bilesik tensoriin bir elemanini hesaplar ve hafiza okuma/yazma
cakigmasi gerceklesmez.

Cok boyutlu tensor verisi bilgisayar hafizasinda tek
boyutlu bir dizilim olarak saklanmaktadir. Algoritma 2’deki
hafiza_indisi-bul iglevi bir tensoriin istenen bir elemaninin
hafiza iizerindeki adresini hesaplamak i¢in kullanilir. Bu
hesaplamay1 yapabilmek igin tensoriin taniminin yani sira
tensoriin herhangi bir indisinde bir sonraki elemana erismek
istedigimizde bilgisayar hafizasindaki dizi iizerinde kac eleman
ilerlenmesi gerektigi bildiren kaydirma listesine (stride list), o,
ihtiyactmiz vardir. Ornek olarak tamimlayabilecegimiz bir A
tensoriiniin indis kiimesi V4 = {i,7,k} ve 7| = 2, |j| = 3,
|k| = 4 ise bu tensor i¢in oa = [1, i, ]3] * |j]] = [1,2,6]
olur. Bu notasyonu kullanarak herhangi bir indis konfigiirasy-
onun hafiza iizerinde hangi adreste bulundugunu hesaplama-
mak miimkiindiir. Asagida adres hesaplama islemi Ornekleri
verilmigtir.

indis konfigiirasyonu VA.*0A Adres
va ={0,1,3} O0x14+1%x2+3%6 20
va = {0,2,3} 0x1+2%x2+3%6 22
va = {0,2,4} O0x1+2%x2+4%6 28

Anlatilan notasyonu kullandigimizda F' bilesik tensoriiniin
hesaplanmasi, Algorima 1’de gosterildigi gibi, B, C girdi
tensorlerinin eslenen elemanlarinin indislerini hafiza_indisi_bul
iglevi ile hesaplayip, ilgili degerleri ¢arpmak ve sonucu F ¢ikt1
tensoriiniin ilgili elemanina kaydetmekten ibarettir.

4.2. Cikt1 Tensoriin Hesaplanmasi

Ikinci adimda tam tensor kullanilarak cikti tensor hesaplanir.
Cikt1 tensorii ile tam tensoriin kullandiklar indislerin ayni ol-
masi1 durumunda bu adim atlanir, zaten ¢ikt1 tensorii tam tensore
esittir. Aksi halde tam tensorde bulunan ve ¢ikti tensoriinde bu-
lunmayan indisler iizerinden toplama islemi yapilir.

Cikt1 tensoriin elemanlarinin her birisi de paralel olarak
hesaplanir. Algoritma 3 ¢ikti tensoriiniin paralel olarak hesa-
planmasi icin gerekli adimlar gostermektedir. Tlk olarak dar-
altma indisleri hesaplanir. Daraltma islemi gerceklestirilmesi
gereken indislerin, Vr \ Ve, alabilecegi biitiin indis degerleri
kartezyen carpimi ile bulunur. Daraltma isleminde her bir
C[indis_C] ¢ikt1 tensor elemaninin hesaplanmast i¢in, F’ bilesik
tensoriiniin toplanacak elemanlarinin indislerinin hesaplanmasi
gereklidir. Bunun igin C' tensoriiniin verilen bir j elemaninin
daraltilan indisler D; ile beraber kullanilarak, 7 & i, F
bilesik tensoriiniin adreslenmesi gereklidir. Bu toplama islemi
seri olarak gerceklestirilmektedir. Sonraki ¢alismalarimizda bu
islem de paralellestirilecektir[14].

Algoritma 1 Bilesik tensoriin hesaplanmasi

Felnum = [,y |Vl

parfor j = 0 : F.elnum do
indis_F = hafiza_indisi_bul(j, F")
indis_B = hafiza_indisi_bul(j, B)
indis_C' = hafiza_indisi_bul(j, C')
Flindis_F] = Blindis_B] * C[indis_C]

end parfor

Algoritma 2 hafiza_indisi_bul(elnum, 7°)
/1 T: bir tensor
// elnum: adresi bulunacak tensor elemaninin sira numarasi
hafiza_indis = 0
for boyut = boyut_say —1;boyut>= 0;boyut = boyut —1
do
if elnum / T.o[boyut] > 0 then
gecici = elnum / T.o[boyut]
elnum = elnum — gecici * 1".c[boyut]
else
gecici = 0
end if
hafiza_indis = hafiza_indis + gecici * 7".c[boyut]
end for
return hafiza_indis

Algoritma 3 Cikt1 tensoriiniin hesaplanmasi

daraltma_indisleri = V¢ \ Ve
for ¢ € daraltma_indisleri do
Di ={1...1i[}
end for
D=D;x---xDy,
Ceelnum = [, [
parfor j = 0 : C.elnum—1 do
gecici =0
forallie D
indis_F = hafiza_indisi_bul(j & i, F')
gecici = gecici +F[indis_F]
end for
indis_C= hafiza_indisi_bul(j, C)
Clindis_C]=gecici
end parfor

S. SONUCLAR ve VARGILAR

Paralellestirmenin sonuglarini gorebilmek i¢in genel carpim op-
erasyonu hem iglemci {izerinde seri olarak ¢alisan hem de ekran
kart1 lizerinde paralel olarak calisan siiriimleri gercellenmistir.

Asagida tanimlanan modeldeki A tensdriiniin m boyutun-
daki biiyiikliigti degistirdigimizde paralel ve seri siiriimlerde
gerceklesen basarim degisikligini Sekil 2 gostermektedir. Test
modeli: V. = {i,k,j,m}, Vo = {i,m}, Va = {i,j},
Vi = {i, k, }, [il = k| = || = 100,

Sekilde gortilebilecegi gibi m boyutundaki biiytikliik
100’den az oldugu siirece seri c¢aligan islemci siirlimiiniin
bagarimi ekran kartinda ¢aligan paralel siiriimiiniin bagarimina
kiyasla daha yiiksektir. Ancak bu degerden sonra islemcide
caligan seri operasyonunun aldig: siire dogrusal olarak artmaya



Seri ve Paralel Algoritmalarin Karsilastirilmasi
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Sekil 2: Seri and paralel algoritmalarin karsilastirilmasi

baglamaktadir. Bu kirilma noktas1 bize aym1 zamanda veriyi
ekran kartina gonderme icin harcanan siirenin amorti edildigi
noktay1 gostermektedir.

Asagidaki tablo literatiirde ¢cok kullanilan PARAFAC mod-
elinin STA cercevesi kullanilarak gergellenmis siirlimii ile
popiiler tensor hesaplama kiitiiphanelerinden Tensor Tool-
box v2.5 [15] kullamilarak gercellenmis siirlimiiniinde it-
erasyon sayisi arttik¢a degisen caligsma siirelerini saniye cinsin-
den gostermektedir. Kullanilan modelin boyutlar1 agagida
verilmisti: Vo = {i,4,k}, Va = {i,a}, VB = {j,a},
Ve = {k,a}, li| = 10, |j] = 11, |k] = 12, |a|] =
20. Tensor Toolbox’in kullandig1 yontem (Dalgali En Kiigiik
Kareler - Alternating Least Squares) cok farkli olsa da bu
tablo paralel algoritmamizin basarimim endiistri standardi ile
karsilagtirmasini gostermektedir. Sonuglarin analizinde 6nemli
bir nokta STA cercevesinin eksik veri ile karsilagilan problem-
lerde de calisabiliyor olmasidir. Biitiin testler Intel Xeon E5530
islemcili NVIDIA Quadro FX 4800 ekran kartina sahip bir sis-
tem iizerinde gerceklestirilmistir.

Seri Paralel Tensor
Iterasyon  STA (sn) STA (sn) Toolbox (sn)
100 127.1 10.1 2.5
200 2554 19.8 4.1
300 376.6 29.3 5.8

Bu sonuclar STA cercevesinin paralellestirme sonucu daha
yiiksek bagarimli bir sekilde ¢alisacagini gostermistir. Yeterince
biiyiik tensorler soz konusu oldugunda her ne kadar gelismis
olsalar da seri ¢aligmalar1 sebebiyle, ana islemcilerin (CPU)
bagarimlarnt girdi objelerin eleman sayisina dogrusal oranda
diismektedir.

6. GELECEK CALISMALAR

Bilesik tensoriin hesaplanmadan daha kiiciik ara tensorleri
kullanarak sonuca ulagsmak genellestirilmis carpimin par-
alel gercellemesinin daha hizli caligmasini saglamak sonraki
caligmalarimizin konusu olacaktir.

7. TESEKKUR

Bu caligma Tiirkiye Bilimsel ve Teknik Arastirmalar Ku-
rumu (TUBITAK) tarafindan 110E292 nolu aragtirma projesi

ve Bogazici Arastirma Projeleri (BAP) tarafindan P5723 nolu
arastirma projesi kapsaminda desteklenmektedir.

8. KAYNAKCA

[1] M. Vasilescu and D. Terzopoulos, “Multilinear analysis of
image ensembles: Tensorfaces,” Computer Vision—ECCV
2002, pp. 447-460, 2002.

[2] AK Smilde, “Theory of medium-rank second-order cali-
bration with restricted-Tucker models,” Journal of chemo-
metrics, 1994.

[3] N.D. Sidiropoulos, R. Bro, and G.B. Giannakis, ‘“Parallel
factor analysis in sensor array processing,” Signal Pro-
cessing, IEEE Transactions on, vol. 48, no. 8, pp. 2377-
2388, 2000.

[4] B.Savas, “Analyses and tests of handwritten digit recogni-
tion algorithms,” LiTH-MAT-EX-2003-01, Linkoping Uni-
versity, Department of Mathematics, 2003.

[5] T.G. Kolda and B.W. Bader, “Tensor decompositions and
applications,” SIAM review, vol. 51, no. 3, pp. 455-500,
2009.

[6] Y.K. Yilmaz and A.T. Cemgil, “Probabilistic latent ten-
sor factorization,” in Proceedings of the 9th international
conference on Latent variable analysis and signal separa-
tion. Sept. 2010, pp. 346353, Springer-Verlag.

[7] Christopher M. Bishop, Pattern Recognition and Machine
Learning, Springer, 2007.

[8] C. Fevotte and A.T. Cemgil, “Nonnegative matrix factor-
izations as probabilistic inference in composite models,”
in Proc. EUSIPCO, 2009, vol. 47, pp. 1913-1917.

[9] M.A. Suchard, C. Holmes, and Mike West, “Some of the
What?, Why?, How?, Who? and Where? of Graphics Pro-
cessing Unit Computing for Bayesian Analysis,” ISBA
Bull, vol. 17, pp. 12-16, 2010.

[10] Lu Zheng, O.J. Mengshoel, and J. Chong, “Belief Propa-
gation by Message Passing in Junction Trees: Computing
Each Message Faster Using GPU Parallelization,” in Proc.
of the 27th Conference on Uncertainty in Artificial Intelli-
gence, 2011.

[11] Wenjing M., S. Krishnamoorthy, O. Villay, and K. Kowal-
ski, “Acceleration of Streamed Tensor Contraction Ex-
pressions on GPGPU-Based Clusters,” in International
Conference on Cluster Computing, 2010, pp. 207-216.

[12] Hyeran Jeon, Yinglong Xia, and V.K. Prasanna, “Node
Level Primitives for Exact Inference using GPGPU,” Int.
Conf. on Systems Signals and Image Processing, 2010.

[13] G. Baumgartner, Auer, D.E. Bernholdt, Bibireata,
V. Choppella, Cociorva, and et al, “Synthesis of High-
Performance Parallel Programs for a Class of ab Initio
Quantum Chemistry Models,” Proceedings of the IEEE,
vol. 93, no. 2, pp. 276-292, Feb. 2005.

[14] Hubert Nguyen, GPU Gems 3, Addison-Wesley Profes-
sional, 2007.

[15] Tamara G. Kolda Brett W. Bader et al., “Matlab tensor
toolbox version 2.5,” Available online, January 2012.



