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ONSOZ

‘ Her kitabin belli amaglarl;
kendine 6zgl yenilikleri, &zellikleri ve
ulagsmak istedigi bir okuyucu topluludu vardir.
Bu kitabin en bliylik 6zelligi Tirkge olm551,
baska Tirkge kitaplarla karsilastirildiginda
ortaya ¢ikan en bliylk &zelligi isé
cizge kurami ilizerine yazilmisg

ilk Tirkg¢e kitap olmasidir.

Bizim amacimiz yalnmiz elektrik miihendisleri gibi
dar bir okuyucu topluluguna dedil, tersine,
soyut diiglinmede ilgi duyan
ve bir yerde bulmaca ¢Szmekten de hoslanan

kigiler topluluguna ¢izge kuramini tanitmak,
sevdirmek ve

¢izge kuraminin okuyucunun somut sorunlarina

olabilecek uygulamasini
yine okuyucunun kendisine buldurmaktir

Dileriz ki, kitabi okudugunuzda

bu amacimiza erigmis olalim.

Uygulama alanlari sayilamayacak kadar ¢ok olan
¢izge kurami, son yillarda {ilkemizde de

giderek kullanilmaya baslanmigtir.

Bu kitabi yazmaktaki baska bir amacimiz ise,
Tirkgeye henliz girmekte ya da hi¢ girmemisg olan
bu kavramlara Tiirkge karsilik bularak,

hemen basgka biitlin bilim dallarinda gbrilen



terim kargasaligini hig olmazsa

¢izge kuraminda olabildigince &nlemektir.
Eer kullandiimiz terimler benimsenirse,
amacimiza daha da erismis oluruz kuskusuz.
Cizge kurami lizerinde yapilacak

herhangi ileri diizeydeki bir arastirmada,
Itngilizce yazini incelemek,

buglin i¢in hemen hemen kac¢inilmazdir.
Kitabin sonundaki dizinde,

Tiirkce terimlerin yanina

Ingilizce karsiliklarini da

ayra¢ ic¢inde yazdik.

Bundaki amacimiz,

drnedin ikikiimeli g¢izgeler {izerine
ayrintili aragtirma yapmak isteyen bir kimseye,
Ingilizce yazinda 'ikikiimeli ¢izgelere',
'bipartite graph' dendigini s&yleyerek,
arastlrmanln ¢abuklasmasina yardimci olmakti.
Bu arada dizin incelenirken,

Ingilizcedeki terim kargasaligi da

gbzden ka¢mamalidir.

" Ayrica, kullanilan simge tanimlarinin
gereksiz yere yinélenmesini Onlemek

ve okumayi kolaylastirmak igin

kitabin sonuna bir de simgeler dizini ekledik.

Salt kuramsal sorunlarin ¢&ziimlenmesinde

ya da uygulamanin dedigik dallarinda,



belli biliylikliikkler ya da kavramlar arasindaki

' baglantilari incelerken,

sO0z konusu arabaglantilari

bir ¢izgeye doniligtiirmek

ya ka¢inilmaz

ya da en akilci bir ySntemdir.

Euler (1707-1782), Konigsberg kentindeki
koprilerle ilgili bulmacanin ¢&zilimlini arastirirken,

sorunu bir takim digim ve
ayritlarain (dodru parcalarinin)

arabaglantilarina indirgiyerek,

‘¢izge kuraminin da temellerini atmis oldu.
Uzun yillar, yalniz matematikg¢ilerin udrastiga
ve bir yerde ilging

bilmece/bulmacalari ¢bzmekten dteye

bir uygulama alani bulamayan ¢izge kurami,
giderek kendine 6zgli tanim ve teoremleri ile

| ayri bir matematik dali olarak,
bu yﬁzYllln ortalarinda

uygulamacilarin karsgisina g¢ikti.

Cizge kuraminin evrimini inceledigimizde,
Euler'den basgka

Hamilton, Heawood, Whitney, Tutte,
Ore, Erdds, Katona, Polya, Seshu

gibi birgok kigilerin emeklerini goriiriz.
Ancak, ¢izge kuramina en ¢ok emedi gec¢mis olan

ginimiiziin matematik¢ilerinden Frank Harary'nin



adini burada saygiyla anmamiz gerekir.
Cizge kuramini bugiinkli durumuna getiren,

kuskusuz bu biliylik kisidir.

Tanit yapmak, c¢izge kuraminda sanattir bir yerde.
Ama bu kitabi tanitlara bogarak

okunamaz bir duruma getirmek istemedik.
Genellikle; de§igik tilirden tanitlara

birer ikiger &rnek verip,

bir ¢ok teoremin tanitini

diiglinmek ic¢in okuyucuya biraktik.

B Simgesini "tanit bitti" anlamina kullandik.
Her tanim ya da teoremi ¢izerek diisinmek,

- kitabain daha kolay anlagilmasina

yardimci olacaktair.

Bu arada anlasilmasi zor gelen

bir altbolimi atlamak,

ilerdeki bdlimlerin anlasilmasini

cogu kez pek o kadar etkilemeyecektir.

Bu kisa incelemede, genel g¢izgeler yerine,
ayritlarina yon, dogrultu

ya da agirlik verilmemis

sonlu yalin gizgeler ilizerinde durduk.
Kbkende, kavram bakimindan

valin gizgelerden pek bir ayrili§i olmayan
genel cizgelerin incelenmesini,

ilerde vyazilacak,

i



uygulamanin somut sorunlarina doniik

kitaplara bairakiyoruz.

Bu kitapta,

¢izge kuraminin hemen biitlin belli bagli sorunlarina
dedinmekle birlikte,

Polya Teoremi

(6zel tir altg¢izgelerin sayilmasi sorunu)

ve devrelerin dokumsal c¢o&zimlenmesi

‘(gizgedeki biitlin agaclarin bulunmasina dayanan
simgesel c¢oziimleme)

konularina hi¢ girmedik.

Kendileriné 6zgl 6nemlerinden dolaya

bu her iki konunun da

ayril ayri incelenmelerinin

daha dogru olacagi goriigiindeyiz.

Bu incelemenin bitirilmesinde

bana yafd1m01 olan arkadaslarima,
bu arada 6zellikle

E.Sezer, T.Ciftgibasi ve-Z.Unver'e;
baski iglerinde emedi gecgen

Aynak Yayinevi'ndeki dostlara

tesekkliri bir borg¢ bilirim.

Yurdakul Ceyhun
Haziran ,1976 -
Ankara
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1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 GIRIS

Elimizde, ayritlar ve diigimler olarak
adlandiracagimiz iki ayri 6geler kiimesi bulunsun.

olusturdugu kiimeyi ise A ile gosterelim. Bu
kilmelerdeki ogelerin sayisi

a= |yl
ve

d = [4]

olsun. Her aj €Y icin, A kiimesinde karsidisen tek

arasindaki cakisim iliskisi diyecediz. Cakisim
iliskisini bdylece acikladiktan sonra, Cd,a
¢izgesini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Tanim 1.1.1 A ve V¥ kiimeleri arasindaki bir
cakisim iliskisinin tanimladig
yapiya, d sayida diigiimii ve a sayida
ayrit1 olan ((d,a) gizgesi denir.



1.1 Girig

Tanim 1.1.1 de oldugu gibi tanimlanan her soyut
¢izgeye iliskin, somut bir ¢izimsel gésterimin
varolacagl gozden kagmamalidir. Ornedin,

¥ = (a;,a2,a3,3y,35)

ve

A= (dl 3d2 ad3 9dl&)
kiimeleri arasindaki cakisim iliskisi,

ay > (dy,dz)
az > (dy,ds)
asz~> (d;,dy)
ay~> (dz,dy)
as~> (dsy,dy)

olsun. Bu soyut ((4,5) ¢izgesinin, somut ¢izimsel
gosterimi Sekil 1.1.1 de verildigi gibi bulunabilir.

dz

sekil 1.1.1 ((4,5) Cizgesinin ¢izimsel gosterimi.



1. BOLUM

Her somut gosterime karsidiisen soyut bir gosterim
de bulunabilecedi icin, bundan boyle ((d,a)
¢izgesinin soyut ya da somut bir gosterim olduguna
iliskin herhangi bir ayirimda bulunmayacagiz.
olusturdugu kiimeye, o diiglimiin tanimladig1 gcakisim

,Kimesi diyecediz. Urnedin, Sekil 1.1.1 deki ((4,5)
cizgesi i¢in

(a1,a2,a3) , (@1,8s) 5 (@2sas5) ve (@3,ay,as)

cakisim kiimeleridir. Sekil 1.1.2 de gosterilen
C(],O) (tekdigim) s ((1,1) (tekcevre) ve ((2,1)
(tekagrlt) ¢izgelerine kisaca ilkel c¢izge
diyecegdiz ve baskaca belirtilmedikce bu tir
¢izgeler iizerinde durmayacagiz.

. !

C(1,0) c(r,n C(2,1)
sekil 1.1.2 1lkel cizgeler.

Bir ayritin cakisik oldugu diigim ¢iftine, soz.
konusu ayritin uc digimieri diyecediz. Ug



1.1 Giris

tekcevreler olusturacagi gozden kacmamalidir.
Tekcevreleri de iceren ¢izgelere sézdecizge
diyecegiz. Sekil 1.1.3 de, sozdegcizgeye bir ornek
gosterilmistir.

.....

.....

Tanim 1.1.3 Bir dugiime yalniz iki ayrit bagls

birbirlerinden degisik ise, bu
ayritlara dizi bagli ayritlardenir.

Sekil 1.1.3 Stzdecizgeye ornek.

%
L

Sekil 1.1.4a ve b de, sirasiyla kosut ve dizi
~ baglt ayritlara Ornek gosterilmistir.



1. BOLUM

=t

(a) (b)

Sekil 1.1.4 Kosut ve dizi bagli ayritlara Grnek.

Kosut bagli ayritlari iceren cizgelere godulcizge
diyecegiz. Sekil 1.1.5 de, cogulgizgeye bir 6rnek
gostermistir. Tekcevreleri ve kosut ayritlari
birlikte iceren ¢izgelere ise karmasik cizge
diyecegiz. Baskaca belirtilmedikce, bu kitapta,
kosut bagly ayritlari ya da tekcevre]eriicermeyen

yalin cizgelerle ilgilenecegiz.

Cizgeyi, ayritlarin olusturdugu bir kiime olarak
disliniirsek, kime kuraminda kullandigimiz kiime
islemlerini ¢izgelere de uygulayabiliriz. Bu

sekil 1.1.5 Cogulc¢izgeye ornek.



1.1, Giris

islemlerin ¢izgelere uygulanmasini ac¢iklamak icin,

¢cizgelerini diisiinelim:

(a) Birlesim islemi :

(b) Kesisim islemi :

(c) Cikartim Eslemi :

(¢) Cembersel Toplam islemi :

.....

C,=Cuc,
Co cizgesi Clve C2 de
bulunan biitiin

ayritlari icerecektir.

Lo=Cn G,

CO ¢cizgesi yalmz Clve
C2 ye ortak olan
ayritlari icerecektir.

EO cigéesiczc in ( de
dg bulunan ay;1t1ai1n1n
disinda kalan
ayritlarini icerecektir.

(= COC,

2¢,uC)-C.nC)
Co ¢izgesi Cl ile Cznin
birTesiminden, Clile C
nin kesisiminin

2

¢ikartimina esittir.

C,= C,- (di,dz....dj)

0
C c¢izgesi en az bir uc
0

digimii (dy ,dp....d;)



1. BOLUM

biri olan ayritlarin
C1 den cikartimina
esittir.

Tanimladigimiz bu islemleri ac¢iklamak icin,
Sekil 1.1.6a da gosterilen Cl ve Cz cizgelerini
diisiinelim




1.1 Girig

ds d,
a1 az
dl ds
a2
dg
ds
d
C, : C
(¢) (d)
d, d,
dz
ai 37 aj
a
dy ds dy a3°d5 ods
d2 ag a2 dl
C7 d3 ‘ CE d3 C9
(e) (f) (9)

Sekil 1.1.6 Clve C2 uzerine uygulanan islemlerin

aciklanmasi.

Cs CIU Cz Cs 2 1

Cu= Cln Cz C7= Cl@cz

(=C- ¢ (= C - (d)
C = C - (da,du)



1. BOLUM

cizgeleri, sirasiyla Sekil 1.1.6b, ¢, ¢, d, e, f ve
g de gosterilmistir.

Tanim 1.1.4 ((0,0) = ¢ olarak gdosterilen, ayrit

.gizge denir.

Cl cizgesi C2 deki ayritlarin bir bolimiinden
olussun. Baska bir deyisle, C1 in biitiin ayritiari,
C2 nin de ayritlari olsun. Bu iliskiyi,

C.eC

17 T2

simgesi ile gosterebiliriz.
Tanim 1.1.5 C1E CziHskisini saglayan cizgelerden:

(a) Cl ’Cz nin altgizgesi
(b) Czise, C. in istgizgesidir,
1

Bu tanimdan, her c¢izgenin kendisinin bir alt ya da
ust¢izgesi olarak diisiiniilebilecegi goriiliir.

- Boylesine ¢izgelere, uygunsuz alt ya da lstc¢izge
diyecediz. Baskaca belirtilmedikce, bu tiir
¢izgeleri goz Oniine almayacadiz ve

C,e g

simgesi ile gosterilen (her iki ¢izgenin
birbirlerine esit olabilme durumunu g6z ©niine
almadan) yaln1z uyqun alt ya da listcizgelerle
ilgilenecediz.



.1 Girig

Tanim 1.1.6 C, e C2 kosulunu saglayan, C ve C2
¢izgeleri icin, C C - C
olarak tanimlanan C c1zges1ne,

C in C_ ye gore tumlegenl denir.
1 2

Tanmm 1.1.6 dan Cl,C nin altcizgesi ise, CI nin

2
de (_ nin bir timleraltcizgesi oldugu anlasilir. Bu
tanimlara gore,

Culi=¢
CnCT-¢
c@c—ﬁ

oldugu gtzden kacmamalidir. Sekil 1.1.7 de, Cz
¢izgesinin bir a]tc1zges1 C ve C e iliskin
timleraltcizgesi C goster11m1st1r

/1
ay - ag a ay as
d) 3 1
3
a; a [ a,
dy £ ay
dg ds dg
[
Cs C] c C2 C
(a) (b) (c)

sekil 1.1.7 Altcizge ve tumleraltcizge
kavramlarinin aciklanmasi.

10



1. BOLUM

‘bulunan ¢izgeye dolu c¢izge denir.

d sayida dugiimi bulunan dolu ¢izgeyi D(d) olarak
gosterecegiz. Sekil 1.1.8 de, dedisik sayida

cizgesine genellikle iicgen denir.

>

Sekil 1.1.8 Dolu c¢izgelere Ornek.

Dolu ¢izgeler i¢in ayrit sayisinin,
a=%1(d-1)

olacadt hemen goriilecektir. Uyleyse, yalin
¢izgelerin ayrit sayisi a,

0<ackd(d-1)

esitsizligini sagdlayacaktir.

11



1.1 Girig

Tanim 1.1.8 E(d,é) olarak gosterilen ve (((d,a)
nin, D(d) ye gore timleyeni olan

¢cizgeye timlercizge denir.
Timlercizgedeki ayrit sayisi,
a=%d(d-1) - a
esitliginden bulunabilir.

Tanim 1.1.9 & =0 olan ve T (d) simgesi ile
gosterilen timlercizgeye ilkel
. timleyen denir.

Dolu ¢izgenin timlercizgesi bir ilkel tiimleyendir.

altcizgelere kapsar altcizge denir.

ITkel tiimleyen bir kapsar alt¢izgedir. Ayrica,
timlercizge dolu ¢izgenin bir kapsar altcizgesi
olarak da diisiiniilebilir.
Tanim 1.1.11 Ay,A nin bir altkiimesini gostersin.
ayritlarin tanimladi1gi ve HA
0
olarak gésterilen altcizgeye Ag 1n
irgittigi irgitilmis altecizge
denir,

Tanim 1.1.712 (a) Aralarinda bir ayrit bulunan

12



1. BOLUM

| gdiigiimler bitisiktir.
(b) Ortak bir digimi bulunan

ayritlar bitisiktir.

Urneggn, Sekil 1.1.9 da a, ve a, ayritlari; d; ve

ai
dg o— d;

az

d,

Sekil 1.1.9 Bitisiklik.

digliminiin ysresi denir.

Tanim 1.1.14 Q4 = Q; U d; olarak tanimlanan

.udresi denir.

dj duglimiiniin yoresinin irgittigi a]tcizgeyi HQ_
- . 3 .. - . 1
simgesi ile gosterecediz. Bu kavramlari aciklamak

icin, Sekil 1.1.10a daki ¢izgeyi diistinelim. dg

13



1.1 Giris

Qs = (d2,d3,dy,de,dy,dg)
QS = (d2’d39dhsd63d79d8ad9)

Qs ve Qg in irgittigi altcizgeler sirasiyla,
Sekil 1.1.10b ve c de gosterilmistir.

d2 d3 dh
dB
d7 d9
dl d(; d5
(a)
d3 d3
d2‘¥7 dh d2
d7 d9 d7 dg dg
”828 d‘ ‘IS}S dG
6
(b) (c)

>ekil 1.7.10 Yore ve irgitilmis
altcizgenin aciklanmass.

14

dy



1.2 YOL VE CEVRE

vol ve cevre kavramlarini vermeden dnce, bunlara
temel olusturan dolasi ve gezi kavramlarim
aciklayacagiz.

Tanim 1.2.1 ((d,a) c¢izgesindeki duigiimlerin bir

kadar yinelenerek

(do»dis....dn)

bi¢iminde dizilsin oyle ki,

1< 1< nic¢in, dj-1 ve dy digumleri

ayritlarinin olusturdugu
Di.n = (@1,325..-.s2p)

dizisine, ((d,a) ¢izgesi icindeki
bir dolasi denir.

Tanim 1.2.1 den, dolasida ag ayritindan

(k =1,2,....,n) birden ¢ok gecilebilecedi
anlasilmaktadir. Dolasida, ay ayritindan gecilme
sayisina ag nin katz, katlari bir ya da birden
buyuk olan ayritlara sirasiyla, tekkatli ya da

cokkatli ayrit diyecegiz. Dj,j dolasisinda,

di ve dj Ozdes ise dolasiya kapali dolasi, ve

15



1.2 Yol ve Cevre

kapall olmayan dolasilara acik dolag:z |Dj,j| ile
gosterecedimiz dolasidaki ayritlarin sayisina

dolasinin uzunlugu diyecediz.
sekil 1.2.1 deki ((9.14) ¢izgesinde

Di,s= (81,87,815814,81,87586+35,825,87,38,895
ausak)

a1,82,34,35,35,37,38,89,31 1,81 4 ayritlarindan
olusan bir dolasidir. Bu dolasida; az,as,ags85,89,
aina;stekkatli; a;,a, 2-katli ve a; 3-katla

ayritlardir.

Tanim 1.1.2 Yalniz tekkatl1 ayritlardan olusan
dolasiya gezi (Gj,j) denir.

Dolasida oldugu gibi Gy, j gezisi ig¢in de; ug
dugimler, ag¢ik gezi, kapali gezi Ve gezi uzunludu

(|Gi,j|) kavramlar: benzer olarak tanimlanir.

d,
Sekil 1.2.1 Dolasinin aciklanmasi.

16



1. BOLUM

Sekil 1.2.1 deki ((9,14) ¢izgesine gore,
Gi1,5= (31 2875811810088 586 584583 535)
u¢ dugumléri d, ve ds, uzunlugu ise 9 olan bir

gezidir.

3ay1sina, diigimin kertesi, denir.

~d; duguminiin kertesini k; ile gosterelim. Her

d
2a = :E: ki
i=1
esitligini hemen yazabiliriz.

Teorem 1.2.1 Bir c¢izgede, kertesi teksayi olan

Tanit:

gosterirsek,

2a = :E: ki
(1)
]tl +2t2 + 3t; + T + nt

buradan da,

23-2t2‘2t3' ..... =]t1+]t3+ .....

17



1.2 Yol ve Gevre

yazabiliriz. Bu son esitligin sol yani ciftsayr
oldugu i¢in, sag yani da ¢iftsayr olmalidir. m

Dolasinin bir altcizge olmamasina karsin, gezi
C(d,a) icinde bir altcizge tanimlar. Gezinin

.....

uol (Yij) denir.

Dolas1 ve gezide oldugu gibi, yoldaki ayritlarin
say1sina yol uzunlugu (|Y¥jj|) diyecegiz.

Tanim 1.2.5 Uc dugiimleri cakisik olan yola
(kapal1 yol) gevre (C) denir.

Sekil 1.2.1 deki c¢izgede,

Yi,5 = (a1,a7,a6)
Y1,5 = (&13,812,8100858535)

uzunlukta iki ayr1 yoldur.

C: = (a1,a2,85,a6,a11,314)
G2 = (a1,a7,a11,a18)
Cs = (az,a5,a¢.a7)

18



1.BOLUM

ise bu cizgedeki ¢evrelerden ligiidiir. Bu ornekte,

G = C2<:)C3

esitligi gozden kacmamalidir. Bu ilging Gzellige
3. Bolimde ayrintilari ile edilecegiz.

19



1.3 KERTE DiZiSi VE GERCEKLESTIRIMI

olarak gosterebiliriz. Kd matrisini olusturan
ki lerin tamsayl oldugunu biliyoruz. Ayrica,

0<ky< d-1
ve

:Z: ki = ZaE{‘
(1)

kosullari da saglanmaktadir. Diiglimleri yeniden

adlandirarak kerteleri,
ki2 ko 2 ... 2Kkg

esitsizliklerini saglayacak bicimde siralayabiliriz.
Oyleyse, cizgeye iliskin kerteler bu siralamaya
gore,

S (kl,kg,...,kd)
biciminde bir dizi ile gosterilebilir.

Tanim 1.3.1 Bir ¢izgenin diigim kerteleri olarak

20



1. BOLUM

tanimlanabilecek tamsayilar dizisine
diigiimsel dizi denir.

bir tamsayilar dizisinin hangi kosullar altinda
digiimsel dizi olacag1l ve nasi1l gerceklestirilecegi
sorununa egilelim.

Teorem 1.3.1 k; 2 1 ve d2 2 kosuluny saglayan
St (ki ka2 .... 2 Kkg)

olabilmesi i¢in yeter ve gerek
kosul,

S : (Ka-1, ks-1, ...,k
k

Kyt L

k1+2 "....,kd)

Tanit:

Yeter Kosul

..........

dz, d3s -..-,dd

olarak siralanabilen bir Cl ¢izgesi vardir. C1
¢izgesinde, i1k k, diigiime bitisik bir d; diigiimii
ekleyerek, S ye karsidisen ( cizgesini
gerceklestirebiliriz (Sekil 1.3.1).
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1.3 Ketre Dizisi ve Gergeklegtirimi

C, C

Sekil 1.3.1. Teorem 1.3.1 de yeter kosulun
aciklanmas

Gerek Kosul:

Gerek kosulun taniti i¢in, incelenmesi gerekli iki
durum ortaya cikmaktadir.

Durum 1:

S dizisine iliskin bir ( cizgesi olsun. Uyleyse

C, = -(do)

olarak tanimlanan ¢izgenin kerte dizisi S; dir.
Durum 2:

C de, Durum 1 in kosulunu saglayan bir d, diiglimii
buTunmasin. Baska bir deyisle dy,di(2 < 1 < ky+1)
diugiimlerinin timiine bitisik olmasin. Uyleyse
kerteleri kj > Ky kosulunu saglayan, d; e bitisik
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1. BOLUM

dj nin kertesi dpy nin kertesinden biiyiik oldugu
i¢in, dj ye bitisik olan ama dy ye bitisik olmayan
bir dy diiglimii de vardir (Sekil 1.3.2a). ( den
(d1,dp) ve (dj.dp)ayritlari ¢ikarilip yerine
(di,dj) ve (dp,dy) ayritlarinin eklenmesi ile elde
edilen (' cizgesinin kerte dizisi, ( nin kerte
dizisine Gzdestir. (Sekil 1.3.2b). Ayrica, bu
dedistirme islemi sonucu, (' cizgesindeki d,

Sekil 1.3.2 Teorem 1.3.1, Durum 2 de gerek
kosulun aciklanmasa

Oyleyse, yukarda a¢ikladigimiz bu ayritlarin
yerde§istirme islemi yeterince yinelenerek, Durum
1 deki kosulu saglayan bir ¢izge herzaman elde
edilecektir. m |

Verilen tamsayilar dizisini, eder olanagdi varsa,
bir ¢izge ile gerceklestirmek icin Teorem 1.3.1 den
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1.3 Ketre Dizisi vé Gergeklegtirimi

nasi1l yararlanilacagini bir ornek iizerinde
aciklayalim.

S:(4,4.4,3,3,3,3,2,2)

verilen tamsayilar dizisi olsun. Teorem 1.3.1 de
aciklanan islemin yeterince uygulanmasi,

S:(4,4,4,3,3,3,3,2,2)
1 4

k1=4

S1: (3,3,2,2,3,3,2,2)
S1: (3,3,3,3,2,2,2,2)
4 A

s,=s.: (2>2,2,2,2,2,2)
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goriilebilir. Uyleyse, S¢ dan baslayarak aranan
cizge Sekil 1.3.3 de aciklandi1gir gibi elde

edilebilir.

bir dizinin gerceklestirimi pbirik degildir.
Ornegin, Sekil 1.2.1 ve Sekil 1.3.3 deki cizgelerin
kerte dizilerinin 6zdes olmasina karsin,

. 1 2 3

(-] (-] °
SG:

1 y 2 3

Ot o o

552
1 4

o- -0 5 2

Sq:
3

S3: \ j
2 6
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1.3 Ketre Dizisi ve Gergeklegtirimi

1 L 5
AV YX SV
2 6

Sekil 1.3.3 § tamsay11ak dizisinin gefcek]estirimi

bu ¢izgeler arasinda baska herhangi bir iliski
yoktur.
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1.4 BAGL1 CIZGELER -

Cizgelerdeki onemli Gzelliklerden biri de bagl:
olma durumudur. Bagdli ¢izgeleri asagidaki gibi
tanimlayabiliriz.

Tanim 1.4.1 Her diigiim ¢ifti arasinda en az bir
yol bulunan cizgelere padli cizge
denir.

Tanim 1.4.2 Bagl1 olmayan cizgelere parcali cizge-
denir.

Tanim 1.4.3 Bir ¢izgenin kendi arasinda bagla
olan ve olabildigince cok sayida
ayriti iceren altcizgelerinden her
birine parca denir.

((d,a) daki parca sayisini p ile gosterecediz. Her
bir parca, tek basina baglir bir ¢izge gibi
diisliniilebileceginden, baskaca belirtilmedikce,
yalniz badli c¢izgeleri incelememiz genellemeden
birsey yitirmeyecektir.

Tanim 1.4.4 Bir ¢izgede, aralarinda
tanimlanabilecek her yolun ic¢ermesi

.....

Tanim 1.4.5 Uc¢ digiimleri eklem diigiimi olan
ayritlara képri denir.
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1.4 Bagli Gizgeler

Tanim 1.4.6 Uc¢ diigiimlerinden yalniz biri eklem
diigimi olan ayrita sap denir.

Tanim 1.4.4 - 1.4.6 dan, her c¢izgede bir eklem
dugumi koprii ya da sapin bulunmasinin gerekmedigi
anlasilir. Sekil 1.4.1 de bu kavramlara ornekler
oy e s a1 . al
verilmistir. C1’ C3, Ch bagla C2 ise parg

%o dy
dO do ao
doo
C. C
C3 Cu

sekil 1.4.1 Bagli ve parcala cizge ile eklem diigiimi
sap ve kopri kavramlarinin aciklanmasi

¢izgedir. C2 nin 1ki parcasi vardir ve a, ayrit
bir sap do dugiimi ise bir eklem digumidiir. C3 ve

‘ C“ deki do ve do1, doo eklem diigiimleridir. C, deki
ao bir kopridiir. C1 de koprii ya da eklem diigiimii
yoktur. Sap ya da koprii olan ayritlarin bir
cevrenin icinde bulunamayacagn gézden kacmamalidir.
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1. BOLUM

Bu nedenlerle, sap ya da kopri olan ayritlara

gevre dasi ayratlar, bu tir ayritlarin disinda
kalan ayritlara ise gevresel ayritlar diyecediz.

cizgelere gevresel badli ¢izge
denir.

parcalanabilir cizge denir.

Parcalanabilir olmayan ¢izgelere parcalanamaz,
.cizge diyecediz. Parcalanabilir c¢izgelerin, eklem

parcalanmasina, ¢izgenin Sbeklerine parcalanmasi
diyecediz. Urnedin Sekil 1.4.2a daki ¢izge, eklem

gosterildigi gibi 8 &bege parcalanabilir.

n ©
;1
1

5 10 I .
5
0
O [ ———
2 2 0 00 [P Y
6 9 I

6
3

3
RVAN
8 7

Sekil 1.4.2 (izgenin dbeklerine parcalanmas
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1.4 Bagli Cizgeler

Tanim 1.4.9 &b(() olarak gosterilen, c¢izgedeki
obeklerin sayisina, gizge &bek .
,sayisi denir.

Tanim 1.4.10 8b(dj) olarak gosterilen, dj
duguminiin i1gili bulundugu
obeklerin sayisina, diidgiim_chek.,

.sayisi denir.

Ornedin, Sekil 1.4.2a da verilen ¢izge i¢in,

sb(() = 8
8b(dg) = 8b(d;) =2  b(ds) =2 ©b(ds)
Sb(dg) = 1 Sb(dg) = 1 Bb(dig) = 1 Sb(di1)
6b(d12)= 1

oldugu goriilebilir. Cizgedeki obek sayilar1 ile
ilgili asagidaki teoremi tanitlamadan verecegiz.

Teorem 1.4.1 C(izgedeki ¢izge Obek, duigiim obek
ve parca sayilari,

sb(C) = p + E) [6b(d1') - 1]
(3
esitligini saglar.

Teorem 1.4.71 in dogrulugu, Sekil 1.4.2a daki
¢izgeden (p = 1) hemen goriilecektir.
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1.5 UZAKLIK VE OZEK’

Bu altboliimde yé1n1z bagl1 ¢izgeleri diisiinecegiz.
di ve dj bdyle bir ¢izgenin iki diiglimi olsun.

arasindaki yollarin olusturdudu,

@,y =14 5 ¥ 5s e g )

yollar yaginini diisiinelim.

Tanim 1.5.1 ﬂ@q j} yigininda u(di,dj) olarak
gosterilen en ki1sa yolun uzunluguna,
di duguminiin dj diigiimiine uzakligz
denir.

.....

1.5.1 den,

a) U(d-i,dj) 20

b) Eger ve ancak dj = dj) ise,
U(d-|,dJ) =0

¢) u(di,dj) = u(dj.di)
¢) u(di,dg) + u(dk,dj) 2 u(ds,dj)

alabilecedi bir enbiiylik deder vardir.
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1.5 Uzaklik ve UOzek

Tanim 1.5.2 a(dj) = en?@gﬁk {u(dj,dj)}
J

olarak gosterilen, di duiglimine
iliskin uzakligin alabilecegi
enbiiyiik degere, dy diigiimiinlin
aciklidgy denir.

Tanim 1.5.3 o = enkiiciik {a(d;)}
(1)

olarak tanimlanan, cizgedeki

yaricapi o denir.

Genellikle bir ¢izgede acik11§1 cizgenin yaricapina

Tanim 1.5.4 O ile gosterilen ve a¢ikliklari

Tanim 1.5.5 Uzek diigimlerinden baslayan o

uzunluktaki yollara yaricapsal yol
denir. ’

. ‘ .
\\\v/////i:\\\& 9 10 'u
© 6 1 8
4y 8
‘ A/ (a) V7w

sekil 1.5.1 Ac¢iklik, yaricap ve ozek
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1. BULOM

Sekil 1.5.1a daki ¢izgeye iliskin dugim aciklari:

O.(dl) =7 (X.(dz) =6 Ot(da) =6 (X.(dq) =5
a(ds) =4 o(de¢) =4 of(d7) =4 o(ds) =4
a(ds) =5 a(do) =6 afdi) =7

ooooo

yaricapsal yol tanimlar.

'Tan|n11.5;éﬂmé - en?@gﬁi {a(di)}
i

acikligdina c¢izgenin gapz denir,
Tantm 1.5.3 ve 1.5.6 dan, yér1cap ve ¢ap arasinda
0<d< 2

esitsiz]iginin gecerli oldudu gorilebilir. Sekil
1.5.1 deki cizgenin cap1 7 dir. Dolu cizgelerin
kendileri bir Ozektir ve bu tiir ¢izgeler i¢in

oc=&=1.

Yaricap ve enbilyliik kerte dederi K, ¢izgede
olabilecek diigiimierin sayisina bir listkisit -
getirmektedir.

Teorem 1.5.1 ((d,a) daki diigiimlerin enbiiyiik
kertesi K ise,
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1.5 Uzakl1k ve Ozek

Tanit

esitsiz1iGi dogrudur. Bu esitsizlik
ancak dolu ¢izgeler i¢in esitlige
doniisir.

dg, cizgenin ozek digimlerinden biri olsun. dj ye

diglimleri d;i(1 < i S K) olarak gosterelim. d;j

1)

aradigimiz genel sonuctur.

Dolu ¢izgeler: i¢in,

ve d=K+1

olacagindan, esitsizlik ancak dolu ¢izgeler icin

esitlige doniisecektir. m

Cizgedeki uzakliklar bir matris ile de

gosterilebilir.

Tanim 1.5.7 d xd boyutundaki uzaklik matrisi
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1. BOLOM

U=lusila.a

olarak tanimlanir.

Bu tanimdan yararlanarak, uzaklik matrisinin
0zelliklerini asagidaki gibi siralayabilirizi

Teorem 1.5.2 |} matrisinin uzaklik matrisi
olabilmesi icin gerek ve yeter
kosullar asagidadir.

é) U=0U" (bakisimlil1k)

b) biitlin 1 ve j ler i¢in, uij eksi
olmayan bir tamsayidir,

c) Uj; = 0

¢) biitlin- i, j ve k ler i¢in,
Ujj < Uj + gy

d) her Uiz > 1 d¢in,

Uij = Yik T Yy
kosulunu saglayan bir dk diglimii
vardir.

a)da |y matrisinin evrigini gostermektedir.
Teoremin gerek oldugu hemen goriilebilir. Bu
kosullarin, |J matrisinin bir ¢izge ile
gerceklestirilmesi ic¢in yeter kosul oldugunu da
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1.5 Uzaklik ve Uzek

gosterebiliriz (Okuyucu bu kosullarin sadlandi1gs
matrisi gerceklestirmek icin bir yontem
gelistirmeye calismalidir).
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1.6 RAMSEY SAYILARI

'"Alt1 kisiden olusan herhangi bir toplulukta, ya
birbirini taniyan ya da tanimayan en az 3 kisi
vardir' yargisini tanitlayabilir misiniz?

Iste bu soru, ¢izge kuraminda Ramsey sayisi diye
adlandirilan bir 6zelligin ¢ikmasina neden olmustur.
A1t1 kisiden olusan bir topluluktaki kisileri

tiimlercizgesinde en az bir licgen oldugunu
gosteriniz' diye de sorabiliriz. Urnegdin, Sekil
1.6.7a daki ¢izgeyi diisinelim. Her ne kadar ( de
bir ilicgen yoksa da, Sekil 1.6.1b de gosterilen 6 de
bir ¢ok Uc¢gen vardir (E de bulunan iiggenleri sayiniz).

.....

Sekil 1.6.1 Altr kisiden olusan bir topluluk
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1.6 Ramsey Sayilari

oldugunu gosterebiliriz.

Kendisinde ya da tiimle¢izgesinde en az bir D(m) ya

gosterelim.

Tanim 1.6.1 Bir m, n tamsay: ¢ifti icin, R(m,n)
nin bulunabilecek en kiiclik degerine

Ramsey_sayisi denir.
Bu tanimdan,
R(msn) = R(n,m)

oldugu hemen goriilir. Ramsey sayilarinin
bulunmasi, ¢izge kuramindaki acik sorunlardan
biridir. (Cizelge 1.6.1 de bilinen baz1 Ramsey’
sayilari gosterilmistir.

Cizelge 1.6.1 Bilinen Baz1 Ramsey Sayilari

[z [ 3] 4 5] 6
2 |2 | 3 5 | 6
3 |3 | 6] 9 14| 18 |23
& | & | 9| 8| 7| 7 |27
5 |5 |14 ] 2] 2] 7 | ?
6 |6 (18] 2| 7] 2 | ?
7 |7 [23] 2| 7] 7 [ ¢
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1. BOLOM

Ayrica,

R(1,n) = R(m,1) =1

R(2,n) = n

R(m,2) = m
oldugunu da gosterebiliriz. Ancak, m ve n nin
degerleri biyildiikce, Ramsey sayilarinin bulunmasi

da oransiz olarak zorlasmaktadir. Ramsey sayilari
icin bir Ustkisit, asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 1.6.1 Ramsey sayilari,
m+n-2
R(m,n) <
i dama s -1
esitsizligini saglar. "
Tanit

Teoremi tiimevarimla tanitlayacagiz.

(a. A a.
b b. (a-b):

oldugunu biliyoruz.
t=m+n

diyelim. Teoremin m = 1,2 ve gelisi giizel bir n
icin ya da n = 1,2 ve gelisi giizel bir m icin
dogru oldugunu kolayca gﬁrébi]iriz. Uyleyse
Teorem £t <4 i¢in de dogrudur. Teoremin,
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1.6 Ramsey Sayilari

m' +n' <t
ve

t>4

kosulu altinda m' ve n' gibi iki deder ic¢in de
dogru oldugunu varsayalim. Demek ki,

m'+n' -2
R(m',n') <
m' -1

Ayrica bu t dederi ic¢in,
m+n=t

olsun ve genellemeden bir sey yitirmeksizin,
ma3 ve n =23

diyelim. Uyleyse timevarimi (m-1) + n ve m+ (n-1)
i¢in uygularsak

m+n-3
R(m-1, n) <
m- 2
ve
. m+n -3
R(my n-1) S
m-1

yazabiliriz. Ancak,
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1. BULOM

m+n—3+m+n-3 m+n-~-2

m- 2 m-1 m=1
oldugundan,

R(m,n) < R(m-1, n) + R(m, n-1)

esitsizliginin dogrulugunu gostermemiz yeterlidir.

Cs

m+n-2
m-1

oldugu ig¢in,

m+n-2
m-1

dir. Eger ( ayritsiz bir cizge ise, ¢izgede n

sayida bagimsiz diigim var demektir. Uyleyse,
¢izgede ayritlarin da bulundugunu varsayabiliriz.

d;, kertesi sifirdan biyik bir diigimi gostersin
(ki > 0). Qj, dj duguminiin kapalt ydresini ve A,

olarak tanimlanan dugimleri gostersin. Uyleyse,
oniimiizde incelenmesi gerekli iki durum vardir.
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1.6 Ramsey Sayilari

Durum 1

ki = R(m - 1, n)

Q4 nin (dj diugumiiniin yoresi) irgittigi altcizge

Hgi de ya m - 1 sayida bitisik ya da n sayida

% arre

Eder bu secenek dogru degilse, ﬁi nin irgittigi

altcgizge M. de ve (0 de m diigiimden olusan bir
i

dolu ¢izge vardir.

Demek ki, ya ( icinde D(m) ya da C icinde D(n)
bir altcizge olarak bulunacaktir.

Durum 2

ki < R(m - 1, n)
_ m+n-2
RCm -1, n)+R(m n-1)<
m-1

esitsizligi,
IW[2R(my, n - 1)

kosulunu onerecektir.
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.....

vardir, bu da HWlei ve ( icinde bitisik olmayan n
diigiim bulundugu anlamina gelir. Demek ki ya (
icinde D(m) ya da C i¢cinde D(n) bir altcizge olarak
bulunacaktir. Bu gozlemden, aradigimiz sonug
timevarimla elde edilir. s

Teorem 1.6.1 e benzer olarak asagidaki teoremi de

tanitlayabiliriz.

Teorem 1.6.2 n 2 2 i¢in Ramsey sayilari,

n*+ 3
2

R(3,n) <
esitsiz1ligini saglar.
Bu teoremlerin uygulanmasina iliskin asagidaki
ornekleri diisiinelim.
m=n=3 icin, Teorem 1.6.1

4 l
R(3,3)<[ | = —&—
2 2! 2!

I
o

verecektir. Ancak Sekil 1.6.2a da gosterildigi
gibi, ne kendisi ne de tiimlercizgesi iicgen

teoremdeki esitsizlik, esitlige doniisecektir.
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1.6 Ramsey Sayilari

(a) (b)

>ekil 1.6.2 R(3,3)=6 ve R(3,5)=14 oldugunu
gosteren ¢izgeler.

Benzer olarak, m = 3 ve n =5 1i¢in, Teorem 1.6.1

6 6:
R(3,5)< = — =15
2 2! 4!

Teorem 1.6.2 ise,

28
R(3,5)S—— = 14
2

verecektir. Demek ki, R(3,5) < 14 diir. Ancak, .
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Sekil 1.6.2b de gdosterilen ve ne kendisi ne de

sewee

durumda da Teorem 1.6.2 deki esitsizlik, esitlige
doniisecektir.

Kisaca acikladigimiz Ramsey sayilarinin,
konuya girerkeﬁ soziuni ettigimiz alty kisilik
topluluda iliskin yarginin 1511 altinda,
ozellikle topiumbilim dalinda udrasan
okuyucularimizca, ilgin¢ uygulamalarinin
bulunacagini umariz.
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2. BOLUM

CiZGELER UZERINDE ISLEMLER
VE OZEL YAPILI CIiZGELER

2.1 CAKISIM ILE ILGILI TANIM MATRISLERI

1. Bolumde, ¢izgedeki kerte ve uzaklik gibi
ozelliklerin birer matris ile gosterilebileceginden
soz etmistik. Bu altbolimde ise, c¢cizgeyi daha

acik bir bi¢imde tanimlayacak matrisleri
inceleyecediz. C(izgedeki en temel i11iski cakisim

digumler ve yalniz ayritlar arasinda olmak lizere
lc ayri cakisim matrisi lizerinde duracagiz.

Tanim 2.1.1 ((d,a) cizgesinin d dizek ve a
~dikecten olusan,
P= [Pij]d.a gakisim matrisi,
aj ayriti d; diigimiine cakisik ise
pij =] 3 ayrita di diigiimiine
cakisik dedilse pij = 0 olarak
tanimlanir, '

genellikle dordiil olmayan (dikddrtgen) bir
matristir. Her ayrit yalniz iki diigiime
cakisabilecedinden (tekcevreleri goz ©niine

almiyoruz), cakisim matrisinin dikeclerinde sifir
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2.1 Cakisim ile i1gili tanim matrisleri

olmayan yalniz iki terim vard1r.

Tanim 2.1.2 Cakisim matrisi P nin, herhangi bir
dizedinin atilmas1 ile elde edilen

P matrisine, indirgenmis gakisim,

_matrisi denir.

Cizge lzerinde tanimlanabilecek en Gnemli matris
olan cakisim matrisinin ayrintili incelenmesini 3.
Bolime birakacagiz.

iliskisinin sakinildigi, 1:1 bir
karsidiisme olan ¢izgelere esyapili.
..Cizge denir.

Tanim 2.1.3 den, esyapili c¢izgeler ig¢in ¢cakisim
matrislerinin esit olacak bicimde yazilabjlecegi
gozden kacmamalidir. Sekil 2.1.1 deki (, ve (,

sekil 2.1.1 Esyapili1 cizgeler.
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2. BULOM

T > 1! a - e
2 > 2" b > a' _

3 > 3 c » f!

4~ 4! d - d

.e. - b

f - c

oldugu gibi bir 1:1 karsidisme vardir. Bu
¢izgelerin cakisim matrisleri,

]

a b ¢ d e f

Tf1 1 1 0 0 o
E’1= 20 0 1 1 1 0
311 0 0 1 0 1

afo 1 0o 0 1 1

a' b' ¢' d' e' f!'

"1 0 0 0 1 1
,52= 2o 1 0 1 o0 1
3'M0 0 1 1 1 o0
&'t 1 1 0 0 o

dir. Pz nin dike¢lerinin yeniden diizenlenmesi Pl
matrisini verecektir. Demek ki, Sekil 2.1.1 deki
C, ve C, cizgeleri esyapilidir.

Tanim 2.1.4 ((d,a) ¢izgesinin d dizek ve d
dike¢ten olusan,

D= [dij]d q didim matrisi,



2.1 Cakisim ile ilgili tanim matrisleri

ss s

.....

.z -dedil ise) dij = Iu(Q;;¥
i=J icin, d., = k; (d; ninci
diiglimiin kertesi) olarak tanimlanir.
Tanim 2.1.5 ((d,a) cizgesinin d dizek ve d
dikecten olusan,
D= ldij Id.d indirgenmig didim,
.matrisi, .
D=D - Kd olarak tanimlanir.

2.1.4 ve 2.1.5 den,

D = D

D =D
matrislerinin bakisiml1 oldugu ve

D = PP
esitligi goriulebilir (gosteriniz). Dugiim matrisine
benzer olarak ayrit matrisi de asagidaki gibi
tanimlanabilir.

Tanim 2.1.6 ((d,a) cizgesinin a dizek ve a
dike¢ten olusan,

50



2. BULOM

= o« » 1 ',
A |a1J|a.a ayrit matrisi
‘1 # 3 i¢in, eder i ninci ayrit
i ninci ayrita bitisik ise
(bitisik degil ise) aij
i= 3 ic¢in a;4 = 2
olarak tanimlanir.

I

1 (0)

Tanim 2.1.7 C(d,a) cizgesinin a dizek ve a
dikecten olusan,

A= .[aij-] a.a
indirgenmi; ayrit matrisi,
A=A- 2l

olarak tanimlanir.

Indirgenmis ayrit matrisinde kdsegen Ggelerin sifir
oldugu gozden kacmamalidir. Tanim 2.1.7 de

Ia' a x a boyutundaki birim matrisi gostermektedir.
Yukarda verdigimiz tanimlardan, bu matrislerin de
bakisiml1 oldugu,

A=A
A=A
ve
[\=P'P

esitligi goriillebilir (gosteriniz). Sekil 2.1.1a
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2.1 Cakisim ile ilgili tanim matrisleri

1 2 3 &4

13 1 1 1

']-]= 2 v 3 1 1

3 (1 1 3 1

4 (1 1 1 3

ve

b ¢ d e f
alza 11 1 0 1]
b 2 1 0 1 1
A=cl1 1 2 1 1 o0
d|l1 0o 1 2 1 1
elo 1 1 1 2 1
flT 1 0 1 1 2]

Sifir ve birlerden olugan bir matrisin, cakisim ya
da indirgenmis cakisim matrisi olabilmesi icin
gerek ve yeter kosul, matrisin her dikecinde s1fir
olmayan (bir o]ani en cok iki terimin bulunmasidir.
Kosegen dis1 terimleri sifir ve birlerden olusan
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, kdsegen
terimlerinin biitlin i ler i¢in,

= 2

11 J
P |
esitligini saglamasidir. Bu kosullari saglayan

matrislerin gerceklestirilmesinin bir sorun
olmayacagi ac¢iktir.. Ancak, ayrit matrisi dcin
durum boylesine acik dedildir. Sifir ve birlerden
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2. BOLOM

olusan (kosegen terimleri de hep sifir olan)

bakisiml1 her matris, bir c¢izgenin indirgenmis

ayrit matrisi olarak dusiiniilemez. Urnegih,

- O O O O

9
0o 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 a 1
-1 1 0

matrisi, anladigimiz anlamda herhangi bir ¢izgenin

indirgenmis ayrit matrisi degildir. Ayrit

matrisinin gerceklestirimi sorununu asagidaki

altboliimde inceleyecediz. Bu konuyu kapatmadan

Teorem 2.1.1

Tanat

n ninci kuvvetini,

0" =[ o)

olarak gosterelim. d?j, cizgede
n uzunluktaki de@isik Di,j
dolasilarinin toplam sayisini

gosterir.

Teorem n=1 icin dogrudur. Teoremin n-1 icin de

dogru oldugunu varsayalim. =



2.1 Cakisim ile i1gili tanim matrisleri

p"=p""'p
esitliginden,
d 1
n _ :E: n-

yazabiliriz. Eger dk’ dj ye bitisik ise n

uzunluktaki her Di j dolasis1, n-1 uzunluktaki bir -

.....

ayriti icereceginden, teorem biitliin n ler ic¢in de
dogrudur. =m

Benzer olarak, A" matrisinin terimlerine iliskin
ne soyleyebiliriz ? Bu sorunun yaniti, Altboliim
2.8 de ayrit ¢izgesinin tanim1 yapildiktan sonra,
kolaylikla verilebilir.
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2.2 AYRIT MATRISININ GERCEKLESTIRIMI

A ve A matrisleri arasindaki iliskiden dolay1, bu
altbGliimde yalniz indirgenmis ayrit matrisinin
gerceklestirimi sorunu lizerinde duracagiz. Cakisim
matrisine iliskin cizgenin kolaylikla ¢izilecegi
goriilmektedir. Uyleyse, A matrisine iliskin P
matrisinin bulunmasi gerceklestirim sorununun da
cozlimi anlamina gelecektir.

sekil 2.2.1 de gosterilen (,ve (, ¢izgelerini
distnirsek, her iki ¢izge i¢cin de indirgenmis
ayrit matrisinin,

0 1 1
A =] T o
1 1 0

" bi¢iminde oldugunu goririiz. Uyleyse, A, matrisinin
gerceklestiriminde, ortaya bir belirsizlik
cikmaktadir. Bu belirsiz durumu, simdilik bir

A

Sekil 2.2.1 Belirsiz durum.
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2.2 Ayrit matrisinin gerceklestirimi

yana birakalim ve Sek{1'2.2.2 de gosterilen cizgeyi
ele alalim. Bu ¢izgenin indirgenmis ayrit matrisi,

~ _
0 1 1 1.1
1 0 1 1...1
1 1 0 1...1
A:
1 1 1 0...1
B 1 1 1...0]

biciminde yazilabilir. Eder gerceklestirimi
istenen indirgenmis ayrit matrisi yukarda
gosterildigi gibi degilse, iliskin cizgede
birbirine bitisik olmayan en az iki ayri1t var
demektir. Baska bir deyisle, iliskin cizge
Jekil 2.2.2 de gosterilenden degisik ise, A
matrisinin kdsegeni disinda da sifir olan
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terimler bulunacaktir. Uyleyse, genel bir
matrisi, dizek ve dikegcleri yeniden diizenlenerek,
her zaman asagidaki gibi yazilabilir,

B [} ] ] .T
0, A A, AL
12 0n2 : 2'3 zlm
A= 1A, 23 Ns Asm

.........................

Burada; On. nj X "j boyutundaki sifir matrisi
J

gostermektedir. Ayrica,

a=n1+n2+...+nm

b

esitligi de saglanmaktadir.

A nin bu genel yazilimindaki On- altmatrisi,
J
¢izgede kendi aralarinda bitisik olmayan nj sayida

ayritin bulundugunu belirtir. Bu gtzlem sonucu, f
matrisinin gerceklestirimi ig¢in gerek kosulu
asagtdaki gibi verebiliriz.

Teorem 2.2.1 1Indirgenmis ayrit matrisinin
gerceklestirimi icin gerek kosul,
butin i ve j ler icin, Aij
altmatrisinin dizeklerinde, iki ya
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2.2 'Ayr1t matrisinin gerceklestirimi

da daha az bire esit teriminin
bulunmasidir.

Tanit

On- altmatrisine iliskin ayritlar, Sekil 2.2.3 de
i .
gosterildigi gibi birbirlerine bitisik degildir.

A

i matrisindeki herhangi bir dizekte h sayida bire

Sekil 2.2.3 Teorem 2.2.1 in aciklanmasi.

esit terimin bulunmasi, bu dizede iliskin ayritin
Onj altmatrisine iliskin ayritlardan h kadarina

bitisik olmas1 anlamina gelmektedir. Bu gozlem,
>ekil 2.2.3 de gosterildigi gibi h nin,

0shg?2

esitsizligini saglamasini gerektirecektir. m
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2. BULOM

Teorem 2.2.1 de i]erﬁ siiriilen kosul, gerek olmakla
birlikte yeterli degildir. Kosulun yetersizligini
bir ornekle asagidaki gibi aciklayabiliriz.

. | -
0 0T 1 1
i ;
o o0 i1 1 i1
——————— - ':- ____________ .:.-....
A=11 110 0 i1
1 1
1T 110 0 1o
————————— .:. ____________ f—-
1T 151 0 1o

biciminde verilen matris, Teorem 2.2.1 deki gerek
kosulu sadlamasina karsin, bir ¢izge ile
- ger¢ceklestirilemez.

C(d,a) ya iliskin a x a boyutundaki A matrisi ile
d x a boyutundaki p‘matrisini diistinelim. Aj’ A
matrisinin i1k j sayidaki dizek ve dikeclerinden
olusan altmatrisi, ﬁj ise Aj altmatrisine iliskin
cakisim matrisini gdstersin. Bu durumda, Aj
matrisini

olarak yazabiliriz. Burada fj,A matrisinin j ninci
dizegdinde, kosegenine kadar olan ilk j-1 teriminin

olusturdugu bir dizek matrisidir. Aj-]
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2.2 Ayri1t matrisinin gerceklestirimi

altmatrisine iliskin cakisim matrisi Pj-] olsun.

Onlimiize, inceleyecedimiz iki durum ortaya c¢ikar;
fj nin biitlin terimleri sifirdir ya dafj de sifir
olmayan terimler vardir.

Durum 1

fi nin biitin terimleri sifir ise:

Boyle bir durumda Aj herzaman gerceklesebilir
ve iliskin cakisim matrisi

olacaktir.
Durum 2

fi de s1fir olmayan terimler varsa :

fj de sif1r olmayan terimlere karsi diisen ayritlarin

Pj—] deki dikeclerinden olusan Fj matrisini
diislinelim.

a) Fj nin m gibi bir dizedi hep birlerden olusmussa
ve Aj—] in m ninci dizeginde bunlardan baska sifir
olmayan terim yoksa,
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2. BULOM

B ;0]
P
p.=| P._- 1] « m ninci dizek
J 3-1 L 0
N
.0 1]

b) F; nin, toplhndikiarinda hep birlerden olusan
- yeni bir dizek verecek m ve n gibi iki dizegi
varsa, ve Pj-] in m. ve n ninci dizeklerinde
bunlardan baska sifir olmayan terim yoksa

r o
o
-
v < m ninci dizek

= . ( :

N J-1 E : e
‘0 < n.ninci dizek
I
1
1
I, ! —

olacaktir.

Eger Fj de, a) ya da b) deki kosullari saglayan
nitelikte dizekler yoksa, Aj anladigimiz anlamda
bir ¢izge ile gerceklesemez. Aj nin
gerceklesebilmesi i¢in yukarda aciklanan
durumlarin bir yeter ve gerek kosul olusturduklari
gozden kacmamalidir. Durum 2 de a) ve b) de one-
siiriilen kosullarin birlikte saglandigi

durumlarda eder bir secenek cdziime gitmezse ,

obilir biitlin seceneklerin de denenmesi gerekebilir.
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2.2 Ayri1t matrisinin gerceklestirimi

Bunu bir ornek iizerinde asagidaki gibi .
aciklayabiliriz.

w N
[ R
—_ O
o =
TR ——
———d ek
— )
o O o
o O
o O O o

o

~J
(e}
o
o
o
—_—
-
o O
o
—_

L— —

verilen bir ayrit matrisi olsun. j= 1,2 ve 3 icin
yukarda aciklanan yontemi uygularsak

1 2 3
1 [1 1 0] (2 ve 3 inci dizekler de
) o 1 0 o secilebilirdi )
P,=
3 o 1 1
4 0 0 1
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2. BULOM

i=4
T 2 3
fu = [] 1 ]]
1 2 3 4
LU IR T e 11
o !
S L N U ]
p, = ‘ i
| 5
4 | 0 0 1 .. H

elde ederiz. P, e karsidisen cizge Sekil 2.2.4a
da gosterilmistir. Ancak j =5 idcin, A5 in
gerceklesemeyecegdini goriiriiz,

(b) >

2.2.4 Ayrit matrisinin gergeklestirimi.
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2.2 Ayrit matrisinin gerceklestirimi

Oyleyse, P3 matrisine geri giderek 2 ve 3 lincii
dizeklerin alind1d1 oObiir secenedi inceleyelim. Bu
yeni P, matrisi '

1 1 1 0 0
2 10 0 1
3- |0 1 1 =

A0l 0 10

olacaktir. Yontemi j = 5,6,7,8 ve 9 ic¢in uygulayarak
Sekil 2.2.4b de gosterilen cizgeyi elde ederiz.

Yukarda aciklad1gimiz bu yontemi ayrintili olarak
incelersek, ancak Sekil 2.2.1 de gosterilen
cizgelere iliskin ayrit matrisini gerceklestiriminde
bir belirsizlik ¢ikacadil ve bu durumun disindaki
biitlin gerceklestirilebilen matrisler icin,
esyapililik altinda tek bir ¢izge bulunacagn

gorilir (gosteriniz).
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2.3 C1ZGELER ARASINbA ISLEMLER

tki ayr1 c¢izge arasindaki islemleri tanimlamadan
once bir ¢izge ile kendi arasinda tanimlanan
islemleri inceleyelim.

2e wes

1:1 karsidiisme olan iki ¢izgeyi
gostersin. ( de
1 <u(d',d!) <n

1 J
esitsizliginin saglandidr her
di,djc A diigiim ¢ifti arasinda (" de
de bir ayrit varsa, (", nin n ninci

kuyvetidir.

Bu tanima gore, Sekil 2.3.7a daki ¢izgenin ikinci
kuvveti, Sekil 2.3.1b de oldugu gibi bulunabilir.

arasinda bir ayrit yoktur.
10 1

2¢ 2

Sekil 2.3.1 ( ve (* c¢izgeleri.
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2.3 Cizgeler arasinda islemler

gosterelim. Boole aritmetigi kullanarak
(1+1=1),

(D+1)" -1

) A + ]

D(n)

I

oldugunu gosterebiliriz. Cn cizgesine, (0 nin

n ninci kuvveti denilmesinin nedeni de budur.
Esanlaml1 olarak, ( cizgesine Cn nin n ninci kékii
de diyebiliriz (Benzer tanimlarin A matrisi
lizerinde de yapilip yapilamayacagini inceleyiniz).

Bir ¢izgenin kdklerinin olup olmadigini anlamak ve
eder varsa bulmak pek de kolay olmayan bir sorundur.
Ancak ikinci kokiin varligina iliskin bir yeter ve
gerek kosul verilebilir. Biz bu konu lizerinde
durmayacagiz.

Tanim 2.3.2 Clve Cz rasgele iki ¢izge olsun.
C,U C, cizgesinde, ([ in her bir
bitistirerek elde edilen Cl-+ Cz

¢izgesine toplam ¢izge denir.

Sekil 2.3.2 de Cl ve CZ ¢izgeleri ile iliskin
toplam ¢izge gosterilmistir.
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2. BOLOM

11 g— > 2
2
1 2
né 2 3 ¢ = 3
C1 C. Ci+ C

Sekil 2.3.2 C,» C, ve iliskin toplam cizge.

Tanim 2.3.3 C1 , C2 ve‘C1 X Cz ¢izgelerinin
M s B2y AL X Dy Ve ¥i,¥, , ¥ XY,
olsun. Ayrica
MAA = ¢
kosulu saglansin. Bu c¢izgelerin
di;eEM dszAz ve
(di1i,d23)€ A1 x A, olarak gosterelim. .
C. ve(, cizgesinin carpim cizgesi C1 x(, 3
a) di; = d1x ve (dzj,dzg) € v,
ya da
b) dzj =dzg ve (dij,dip) € ¥
kosullarindan biri saglandiginda,
arasinda bir ayriti bulunan ¢izge
olarak tanimlanir.
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2.3 Cizgeler arasinda islemler

Sekil 2.3.3 de Cl ve Cz cizgeleri ile bu cizgelere
iliskin carpim ¢izge gosterilmistir. Burada

bitisiktir.

12 12,2
[ )
1,2 12 23
21
22 23
1,2 0,2
¢, ¢ (x

sekil 2.3.3 (,, CZ ve iliskin carpim ¢izge C1>< C,-

Tanim 2.3.4 Cl , C2 ve Cl[icz] ¢izgelerinin
Dyyho Ay [Az] Yi,¥2 , Y1 [Wz]
olsun. Ayrica
AN Az # ¢ kosulu saglansin. Bu
dij € Av daj €42 ve
'(dli,dzj) € M X Az
olarak gosterelim. Cl in, C2 den
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2. BOLOM

olusturdudu olusuk cizge C, [Cz]
a) dy;,dix ye bitisikse

ya da

b) -di; = dip ve d2j,d2g ye
bitisikse kosullardan birj
saglandiginda , (dy;,d»;) ve

ayriti bulunan ¢izge olarak
tanimlanir.

Sekil 2.3.4 de Clljcz:lve Czi:cl]o1usuk cizgeleri
gosterilmistir. ‘
C,+C, =C, +C,

ve
C, xC, =C, xC

esitliklerine karsin, genellikle,

clela]

olacaktir (Hangi kosullar altinda bu esitsizligin,
esitlige doniisecedini inceleyiniz).
21

n

C1 C2
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2.3 Cizgeler arasinda islemler

1,2 12,21
C1[C2]

11,20 12, 20
n,3 ) r, 2 2,2

1,2 o 1,2

Ce [Cl] 2 2,2
n,2 12,22

2,23 1,3

sekil 2.3.4 C , (, ve iliskin olusuk cizgeler.
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2. BULOM

d;.d, ve a;,a, sirasiyla, C1 ve Cz cizgelerinin
a) C1-+ Cz ¢izgesinde ay +a, +4d; d,
b) Cl X Cz ¢izgesinde d, a,+d, a,

c) CI[:CZ] ¢cizgesinde di a,t+ d? a,

sayida ayrit bulunacagr goriilecektir (gosteriniz).

AI,A2 ve DI,D2 sirasiyla Clve CZ cizgelerinin

matrisler tiriinden bulunmasini okuyucuya
birakiyoruz.
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2.4 IKIKOMELI CIZGELER

se e

hi¢c biri birbirine bitisik degilse, bu kiimeye
bagimsiz kime diyecediz. Urnedin, Sekil 2.4.1 deki
¢izgede,

Ay = (d1) Az = (d1,d3) As =v(d1,d3,du,dsg

d7 9d9)
kiimeleri bagimsizdir.
dj dg
dg
d]_& °d9
dz
ds
dy dy

Sekil 2.4.1 Bagimsiz11§in aciklanmasi.

Tanim 2.4.1 ((d,a) da en cok diigiimi iceren
bagimsiz kiimedeki diigiim say1sina,
cizgenin badimsizlig: (B ) denir.

Sekil 2.4.1 deki cizgede en cok diigiimii icefen
bagimsiz kiime A; diir. Uyleyse, bu ¢cizgenin
bagims1z11g1 altidir (B = 6)
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2. BULOM

kiimenin bir altkiimesini gostersin. Eger biitiin
diEI A igin, di ya A, kiimesinde ya da bu kiimedeki

diyecegiz. Baskin kiimeyi olusturan diiglimler
arasinda bitisik olmama kosulunun aranmadigi
gozden kacmamalidir. Bu aciklamadan, A nin da bir
baskin kiime oldugu goriiliir. Urnedin, Sekil 2.4.1
deki ¢izgede,

Ay = (d1,d2,ds,ds) As = (d2,ds,ds)

As = (d2,ds)
kiimeleri baskindir.

Tanim 2.4.2 ((d,a) da en az diigiimii iceren

¢izgenin baskinlig: (w) denir.

Sekil 2.4.1 deki cizgede en az diiglimi iceren baskin
kime As dir. Uyleyse bu ¢izgenin baskinl1gi ikidir
(w=2). Tanim 2.4.1 ve 2.4.2 den, genel bir
¢cizge igin

w < B
oldugunu gosterebiliriz. (gosteriniz)

Tanim 2.4.3 ((d,a) da hem baskin hem de bagimsiz
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2.4 tkikiimeli ¢izgeler

say1sina gekirdek yodunludgu (A )

denir.

Her c¢izgede bir cekirdek bulunmayacagi gozden
kacmamalidir. Sekil 2.4.1 deki ¢izgede A¢ baskin
oldugu gibi bagimsizdir da. Uyleyse bu ¢izgenin
cekirdegi,

h = Ag = (dz,de)
cekirdek yogunludu ise A= 2. Bu ¢izgede,
A7 = (d1,d3,dy,dg,d7,dsg)

kimesi de yodunlugu 6 olan bir cekirdektir.
Yogunlugu en az olan cekirdedi gzcekirdek A, ve
11iskin yogdunludu(dzcekirdek yodunludu )i, ile

gosterecediz. ((d,a) da eder varsa Aol bulacak
bir yontem gelistirmede calisiniz.

ayrilabilen ¢izgelere n-kiimeli

.cizge denir.

Sekil 2.4.2 de simgesel olarak n-kiimeli bir
¢cizge gosterilmistir. Boylesine ¢izgelerin

s rve
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2. BOLOM

0 D e, D,
D0 e D,
D = n
DD 0
L -1

>ekil 2.4.2 n-kiimeli ¢izgenin simgesel gosterimi.

n-kiumeli cizgelerin 6zel bir durumu, ikikiimeli
cizgelerdir.

ayrilabilen cizgelere ikikiimeli.
.cizge denir.

tkikimeli bir ((d,a) cizgesini, kiimelerindeki
digimlerin sayisini da belirtecek bicimde I(m,n)
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- 2.4 ikikumeli cizgeler

olarak gosterecediz. Burada,
d=m+n

Bagl1 bir ((d,a) cizgesinde, A, ve A, ortak

A=MNNA,
ise,

d= A+ A2

m= A\

n=>xi;

esitlikleri saglanir ve (((d,a),1(m,n) olarak
gosterilen bir ikikiimeli c¢izgedir. Sekil 2.4.3 de
bagl1 ikikiimeli cozgelere Grnek gosterilmistir.

(a)

Sekil 2.4.3 Bagl1 ikikiimeli cizgeler.
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2. BULOM

bitisik oldugu o6zel ikikiimeli ¢izgelere dolu .
,ikikimeli c¢izge diyecediz. Dolu ikikimeli
cizgelerde,

a=mn

esitliginin sagland1di hemen goriilecektir. ((d,a)
nin ikikimeli ¢izge olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosulu tanitlamadan, asadidaki gibi verebiliriz.

Teorem 2.4.1 ((d,a) nin ikikimeli cizge
olabilmesi icin gerek ve yeter
kosul, her cevre ic¢in cevreyi
olusturan ayritlarin toplaminin
¢iftsayr olmasidir. ‘

C(d,a) nin ikikiimeli ¢izge olup olmadigini saptamak
icin bir yontem gelistirmege calisiniz.
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2.5 EULER CIZGELER?

Cizge kurami, dogusunu ve ilk gelisimini bir yerde
bulmacalara bor¢ludur. Bunlardan en basta geleni
de 'Konigsberg Kopriileri' diye adlandirilanidir.
Konigsberg (buglinkii Kaliningrad) kentindeki Pregel
irmaginda, Sekil 2.5.1 de gosterildigi gibi, iki
ada ve bu adalari birbirlerine ve kiyilara

baglayan yedi koprii vardir. Sorun A, B, C ve D

Sekil 2.5.1 Konigsberg Kopriileri.

ile gosterilen herhangi bir kara parcasindan
baslayarak ve yeryuvarlaginin cevresinde dolanmadan
ya da ucmadan, bu yedi koOpriiniin her birinden yalniz
bir kez gecerek baslangic yerine geri gelmekti.
Euler bu bulmacanin ¢ozilimiini ararken, bugiin Euler
¢izgesi diye adlandirdigimiz cizgelerin
ozelliklerini ortaya koyarak, ¢izge kuraminin da
temellerini atmis oldu. Konigsberg kopriilerinin
cozimiini biraz erteleyerek, once Euler ¢izgelerinin
tanimini verelim.
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2. BULOM

Tanim 2.5.1 Ayr1t1ar1, kapali1 bir gezi olarak
c¢izilebilen cizgelere badli Euler,
.cizgesi denir.

Tanim 2.5.2 Her parcasi bir Euler ¢izgesi olan
¢izgelere Euler cizgesi (E) denir.

Sekil 2.5.2 deki c¢izgelerden C1 Euler c¢izgesidir.

- Sekil 2.5.2 deki C2 ¢izgesi ise Euler c¢izgesi
degildir. Kapali gezideki diigiim kerteleri ciftsay
7o]dugu icin, Euler ¢izgesinin tanimimi

Al X \\\
/I,/ \\\\ \\\
7 N \
£ N\ 3
i )/
G /
1 i P
} H P 4 C2
(a) (b)

Sekil 2.5.2 a) Bir Euler ¢izgesi
b) Euler olmayan bir ¢izge.

asagidaki gibi de verebiliriz.

ciftsayiya esit olan c¢izgelere
Euler cizgesi denir.

Teorem 2.5.1 (Veblen) ( nin Euler ¢izgesi
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2.5 Euler cizgeleri

olabilmesi ic¢in yeter ve gerek
kosul, ( nin ortak ayritsiz
cevrelerin birlesiminden
olusmasidir.

Tanit

Gerek Kosul

C nin ortak ayritsiz cevrelerin birlesiminden
kertelerinin c¢iftsayiya esitligini Onerecektir.
Bu da, ( nin Euler ¢izgesi olmasi demektir.

Yeter Kosul

C nin Euler cizgesi oldugunu varsayalim. - Demek ki

bir digim olsun. d, digumiini i¢cine alan C; cevresi
¢izgeden ¢ikarildiginda geriye kalan

(,=C-&

1

C2 = Cl‘ G2
